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9 1, Die Di~erenzenglelchung 
i(~. f,.(,+ l)-- f,.(,)= g,,- '  
is~ ~i0iier I soweit~ io]/ sehe~ nat  im galle einee positiven gsnzzahligen 
tn~ex @ unter~ueh~ worden~ we s ie r~ionale LSsunge~d~esogenann~en 
Ber~ullisehen Poly-nome, zombi, die der Nebenbedingu~[g ~, (1 )=-0  ge '  
~tigem Es soll im folgenden gezeig~ werden, dab die Di~e~zenglelehun'g 
a~ch i~r sin" beIiebiges komplexes ~ stets L6sungen bes~,~Es  sou ferner 
~lr ein, bel/ebigee ~ eine bestimmte L6sung aufges~l~~ de  e~e 
snaly~isohe Funk~ion des Index darstellt und t~r ein pC~'~a~.ah l~Re~,  #
Bernoullisehe gunktionen. .339 
in das ~ Bernoullische Polynom fibergeht. Diese partiellen L6sungen 
wollen wir fortab als Bernoullische Funktionen bezeichnen und mit dam 
Symbol ~(z)  belegen; ffir sie grit ganz allgomein die Oleiehung 
,p, ,(t)  = o. 
Indem wir uns der Untersuchung dot Gleichung (I) zuwenden, be- 
merken wir, da6 (I) keine eindoutige Boziehung zwischen den beidon 
Funktionswerten linker Hand ausdriickt; um das letztere zu erreichen~ 
miissen wir erst den Sinn yon #~-1 eindeutig festlegen. Zu diesem Zwecke 
ffihren wir in der komploxen z-Ebene einen Eindeutigkeitsschnitt yore 
Punkte z-~ 0 l~ings dot reellen negativen Achse his z ~ oo; den so ge- 
schaffenen Bereich mit AussehluB dor Riinder nennen wir B. Indem wit 
festsetzen, dal~ log z auf der reel]on positiven Achse reell und innerhalb 
des ganzen Bereiches tetig sein soll~ errelchen wi% da~ auch $~'-~ in B 
iiberall eindeutig und stetig is~. In gleicher Weise liiBt sich auoh der 
Wart des Symboles (n-t-z)~'-z~ unter n eine ganze positive Zahl ver- 
standen, im Bereiche B eindeutig und stetig festsotzen. 
Eho wit zur Aufstellung der Funktionen cp~,(z) schreiten und damit 
den Existenzbeweis flit die L6sungon der Differenzengleichung bei be- 
liebigem/~ fiihren~ wollen wit noch eine Reihe yon Eigenschaften ableiten, 
die den allgemeinon L6sungon zukomme% und die sich sis Folge tier in 
(I) zum Ausdruck kommenden Eigensohaft ergeben. Die Olelchung (I) 
solbst wollen wit fortan als die Funktionalgl~ickung bozeichnen. 
2. Soisn F~(~) und f~(z) zwei innerhalh yon ~ odor innsrhalb sines 
gemeinsamen Teilbereiches yon B defiaierte vorsohiedene partikuliire 
L~sungen der Funktionalgleichung, so gelten die (}leichungen 
FA.+ I)- FA.)- ~e-, 
und 
f~,(,+ 1) --f~,(d " ~e- ' .  
Da nach don oben gotroffonen Verabredungen die rechton Seiten beider 
Gloichungen denselben Wart habon, ergibt sich aus der (~leichheit der 
linken Soiten 
PA.  + ~) - fA .  + l) -- ~A.)  - fA~), 
d. h. die Difforenz 
F , , ( , , )  - f , , ( , , )  - , , ,( , ,)  
ist ei~e im gomoinsamen Dofinitionsbereiche bolder L6sungen poriodische 
Funktion von.~ mit der Periodo 1; odor mit auderen Woe:ten: ,/st f~(z) 
~e xz~ ro~ (1), so s~ a~h jed~ a~r  _~.(~)~ :.(~)+ ~(~) 
eine ~s~r~J&~r~. soforn nut die willldtrlioho F.unk~ion ~(#~..dor Poriodizitgts- 
22* 
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bedingung eo(zq-1)= ~(z) genfigr zugleieh erschb'~ft dieser Ausdruck auch 
die Gesamtheit aUer I_~'s~ngen dor Funk~ionalgleichung. 
~. GehSren die Zahlen ~ und - - z  beide dem Bereiche B an, so ist 
nach den friiherea Festsetzungen sowohl z~-i wie (_~)~-1 eindeutlg be- 
sgmmt. Die Relation indessen, die zwischen diesen beiden Gr5Ben besteht, 
nimm~ zwei verschiedene Formen an, je nachdem z eine Zahl der positiven 
(Fall A) oder der negativen z-~albebene (Fall B) darstellt. (Der Orenzfall 
eines reellen z ist ausgesehlossen, da ja dann - - z  auf dem Rande des 
Bereiches B liegt.) 
Ist niimlich z eine Zahl der positiven Halbeben% so kSnnen wir, 
ohne den Bereich B zu verlassen, bei konstaniem Iz] mittels Drehung um 
den Nullpunkt dutch den Winkel -- ~ zu -- ~ iibergeheni es ist also 
(A) ( _  ~) . - ,  = ~-  1~- , .~_~ = _ .~-~e-,~.. 
Ist ~ dagegen ein Punkt der negat4ven Halbehene, go mug die Drehung, 
sell der Bereieh ~ nJcht verlassen werden, im positiven Sinne effolgen t 
d. h. es ist alsdann 
(B) (_  ~)~-1 = z~-~ e '~-  ~) = - ~-1  e" . .  
Naeh diesen Vorbereitungen sehreiten wir zur Ableitung eines wich- 
tigen Theorems, des Erg~inzungssalzes, der eine Relation zwisehen f~,(z) 
und f~(1-  ~) darstellt, wobei wir voraussetzen wollen, dal3 f~(~) im 
ganzen Bereiehe ~B existier~ und die Funktionalgleichung befriedig~. Wir 
miissen hierbei, wie sieh in der Folge sofort zeigen wird, die beiden F~ille 
unterscheiden, nRmlich den Fall (A), we z der positiven und 1--$ somit 
der negativen Halbebene angehSrt, eiu innerhalb yon B yon z zu 1 -  z 
vsrlaufender Weg also im negativen Sinne um den NuUpunkt herumgeht, 
und den Fall (B), wo das Entgegengesetzte s at~finde~; je naehdem Kudert 
sich niimlich die Form der Relation. 
A. Wit ersetzen in der Gleichung 
die GrSB6 z dutch - - z  und erhalten so 
f , (1 - , )  - fA -O= ~( -  ~)~-~ = - ~, , -~e- '~ .  
Multiplizieren wir die erste der v0rstehenden Gleiehungen mi~ e " ~ , ui~l 
die zweite mi te  --~, so folgt dutch Addition 
e ~ f~ (z -[-1) -- e ' L(z)+e--i-'f~(1--')--e'-i-'f~(--')=O, 
baler anders geord~et 
e " fA ,+~) -~TfA- , )=e ~ fAo--~TfA~.-~.~.)" 
Bernoullisehe Funlr~ionen. 
Hieraus flieBt aber unmittelbar der Satz: Die in der positiven Halbebene 
definierte Funk~ion 
(IIA) e ' f.(z) - e '  f~(1 - z )  -- ~(~)  
is~ eine in tier posi~iven z-Halbebene periodische Funktion yon der Periode i. 
B. Dureh die entsprechende Schlu~weise finder man, da~, falls z der 
negativen Halbebene angeh~r~, die Funktion 
(liB) e '  f~(~) - -  e ' f . (1  - -~)  = o~(z) 
eine periodisehe Funktion der Periode 1 isl. 
4. Die Funktionen co~ und cos lassen sich aber aus ihren bisherigen 
Definitionsbereiehen hi aus fortse~zen. Durch die beiden ~leich~ngen (HA) 
und (IIB) sind offenbar die beiden Funktionen innerhalb eines Bereiehes C
definiert, der aus dem Bereiehe B hervorgeht, wenn man diesen durcb 
einen weiteren Verzweigungsschnitt berandet, der beim Punkte ~ = 1 be- 
ginnend l~ings der positiven reellea Achse ins Unendliche geht. Zwisehen 
den beiden Funktionen besteht nun im ganzen Bereiche C, wie sich un- 
mittelbar aus den definierenden @leichungen ergibt, die Relation 
- - co (1 
odor 
- - co (1 - 
Die fortgese~z~en Funktionen sind aber in der Halbebene der Fortsetzung 
nicht mehr periodiseh*). Um das Verhalton yon ~A(z) in der negativen 
Halbebene zu ermitteln, bilden wir zun~chst die Differenz r (#-~ 1) -- oz(#), 
wenden die Funktionalgleiehung auf die beiden Tefle an und be~eksiohtigen 
die (~leichung (B) der vorigen Nr.; das ergibt 
co~(~§ 1) -- co~(z) = e- T f (~+.  1) -- e -V f(--~) -- e s f(#) % eTf (1 - -#)  
,~  e" ~ ~, -~_eT(_~)~-~ 
*) Dieses zun~chst auffallende Verhalten erklltrt aieh einfaeh dadurch, da~ die 
~uk~ion ~A(#)~ r i(#-{-1 ) sich auf Wegen, welche dem Bereioh O angeh6ren, tiber. 
haupt nicht yon der l~omi~iven in die negative Halbebene fortsetzen D.Bt. Denn liegt 
z auf dem reellen S~ick zwischen 0und -~1, so trifi% z~-I den Sohni~ (1... -~ oo). -- 
Dasselbe VelChalten bezfiglich dezPeriodizit~t zeigt z. B. die Funktlon (sin #)~ b~i nicht 
ganzzahligem ~, wenn man sie in einer Ebene be~achtet, welche yon -- oo bis 0 und 
yon ,r bis ~ sufgeschnitten ist. 
P~tv~..B6m~ma 
oder sehlieBlich 
~(~ + 1) - e~ (~) ~- - 2 i~e  - / -  s in  ~.  ~-  ~. 
Entsprecberd gil~ falls z der posiiriven Halbebene zugeh~r~, die Oleiehung 
"Zusammenfas~ond k~innen wir sagen: Die Funktionen eo~(z) und ~s(~) 
sind je in einer tier beiden Halbebe~wn des Bereiches U periodische Fun~. 
tionen, wdhrend sie in der anderen Halbebene, abgesehen yon einem Zahlen- 
faldor, L6sungen yon (I) darstellen. 
Wir k~nnen alas ~leichungssys~em (II) umgekehr~ dazu benutzen, ura 
die OrSBen f~(z) und f~(1--z) dutch cos(z) und ~s(z) auszudriicken; da 
die Determinante dieses linearen Systems sich zu - -2 i  sin t~z ergibt, ist 
die Aufl~sung an die Bedingung ebunden, dab ~ koine ganze rational~. 
~ahl is[ Wit fmden unter dieser Einschriinkung das Ergebnis 
e I | (z) -- e -f- ~siz) 
($) . . . .  ~ i sin ~ = 
e -V ~ (z) - e i ,~s(z) 
I f .  (1 -~)  == ~i~.  
Die vorstehenden rormeln stellen f,(z) und f.,,(1--,) als 8umme zweier 
husdriicke dar, yon denen jeder in einer Halbebene die Funktionalglei- 
ehung er~llt, w~ihrend er andere in derselben Halbebene poriodisch ist. 
5. Es is~ nseh (I), wenn wir unter k eine ganze positive Zshl un~ 
Unter /r den Hauptwert verst~hen~ 
und femer ist 
k--1 k-1  
~--0 ~=0 
Dividieren wit die ers~e (~leichung durch k ~-l, und ziehen wir die zweite 
dav()n ab, so folgt die fiir jodes z gifltige Formel 
.k--1 k--1 
+ - + I )  - "-('); 
0 0 
d. h, cox(z) ist eiae in der gsnzen e-Ebene periodisehe Funk't-ion &~ 
1 Periode ~-. Das in der Formel 
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(m) - -~f .  + ~(~) @ 
zum Ausdruck kommende Theorem, alas die Funk~ion des k-fschen hrgu- 
menses als eine Summe yon Funktionen darstellt, die siimtIich dem Inter- 
valle yon z his z-t- 1 angeh6ren, be~.eichnen wit als das Multiplikations- 
theorem. 
6. Differenr wit die Gleichmag 
nach z, so erhal~en wit naeh Division dutch /~ + 1 
1 df,, +l(e+ 1) 1 df~,+l(z) 1 
e+l  d~ ~@ 1 d~ ~. ~z~'- .
Da die reehte Seite dieser Oleichung mi~ der der Gleichung (I) identiseh 
ist, so en~springt 
f~+~(z+l) ~ ar,,+~(~+~) ~ ,t f<, + ~ (,,) ~+1 ~ =&(~) ~+1 d  =~(~); 
auf Grund der vors~ehenden Gleiehung ist also eol)(r eine periodisehe 
Funktion mi~ der Periode 1. Wir kiinnen das Ergebnis in folgendem 
Ss~e ausspreehen: 
Ist f~,+t@) ixgend eine Ziisung der _~unktiona~9~eichung veto Index 
+ 1~ und f~,(~) eine solche der FunI~tionalgleichur~j veto Index t~, so be- 
stelvt die Gleivhung 
I , 
( zv )  ~ ~_ ~ - ~,o(,0. 
Vers~ehen wir, die Integrierbarkei~ yon roD@) vorausgesetz~ under f~ 
die Kons~ante aT1 
-f~(~) d~, 
so wird das Integral 
,$ 
wieder eine periodische Funktion der Periode 1 sein. Hiernsch liefert 
aber die In~gration der Qleichung (IV) zwischeli den Qrenzen a und '~ 
das Ergebnis 
1 ~,/f# +~ I ; f . . ,  (~,) - f ,  +,(,~)] (,,) d~,.-  u (~, -  a) - ~.,(~,), 
a 
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oder anders geordnet 
(V) / f~  (z) d, = 1 I f .  § - f .  +l(a)] + ~(~-a) + ~,(4. 
7. Wiihrend die Aufstellung yon L~sungen der Funktionalgleichung 
ffir ein positives ganzzahliges /~ im allgemeinen FaDe mi~ erheblichen 
"Schwierigkei~en verknfipf~ ist, is~ es, wenn ~(~)~ 1 vorausgese~z~ wird, 
sehr leicht, die Oleichung (I) dureh direkb Summation aufzul6sen; wit 
betraohten zu diesem Zwecke die unendliche Reihe 
a$ 
U -- ~ (n + ~)~, 
0 
in welcher die Werb yon z auf den Bereicli B beschr~ink~ sein sollen, 
sodalt nach friiheren Fesbetzungen jedos Reihenglied einen eindeutigon, 
endlichen Weft besitz~. Eine elementare Untersuchung der Konvergenz 
dieser Reihe ftlhr~ zu folgendem Ergebnis: 
1)ira livihe U kanvergiert, falls ~(;~) < -- 1 ist, fiir abe z.Werte des 
Bereiches B; da diese Konvergenz in jedem endlichen Teilbereiche yon B gleivh- 
m~iflig ist, stellt U eine ira gan~en Bereiche B analygische trunktion dam. 
Wegen der gleichmiiliigen Konvergenz daft die Reihe U auch auf 
jedem im Inneren yon B verlaufenden Wege gliedweise inbgrier~ werden, 
trod Iaieraus folg~, dag die Reihe 
V~ [ ( .+  i ) ,+I  _ (~ + z)~+q _- _ , i  + i , j  ~ _~ 
0 1 
im gauzen Boreiohe B konvorgiert, sobald ~(1)~-  i;  oder anders ge- 
schrieben: D/e /b/he 
~[(~ + i)~ - (. + ~)~] 
0 
konvergiert ira Berewhe B u~d steUt dase[bs~ ei/ae analyt'divl~ F~,nktion dar, 
:~ l~ st~t ~n dmr A~dmuvk 
0 
sobald p der Ungleid~g 
~(~) < 1 
ger~gt ~ eime ira Bereiche B analytische Funktibn dam; mid zwar erfttllt: 
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diese Funktion die funktionale Differenzengleichung. Um dies zu zeigen, 
bi[den wir 
o (~-t-  - 
uad zbhen ~,(z) davon ab; so ergib~ sich 
%,(. -I- 1) - -  ~, , (z )  ~ ~ - -  1 + § ~f--~ (~+~)" "/  " 
De die hier/n auftre~ende Summe bei der nattirliehen Gliederanordrung, 
wie man sofort erkennt, den Wert 1 liefert, erhiilt man, wie es sein soil, 
q~,,(~ + 1) -- ~,(s) =/~s"- ' .  
Wir bemerken noch, dab ffir a]_le Vv'erLe yon/~ wie man unmittelbar 
aus der Definitionsgleichung abliest, 
is~. %,(1) ffi 0 
Die so definierte ~Funktion qD~,(z) bezeichnen wit  als die Bernoullische 
Funktion vom Index l~. 
8. Von der in Oleichung (i) gegebenen Definition yon ~,(~) aus- 
gehend k~nnen wir v.as nun eine Integraldarsfellung fi~r die Bernau~ischen 
Funktionen verschaffen, indem wit yon der bekannten Formel 
eo 
1 ~_~,t_~,dt  ~ 1 
r (I.-- ~) r  r i- ~, 
Gebrauch machen. Da die Konvergenz des vorsbhenden Integrals auger 
an die Bedingung ~R(~)<: i noch an die weitere ~R(v)> 0 geknilpft ist, 
besch~nken wit jetzt z auf die rechb Halbebene, d. h. es soll for~an gelten 
> o. 
Wit  finden nun 
und 
also 
(~+1)1_~, " 
1 .. 1 ~,r (~ § t~..~dt, 
(n ..l_ s ) t -  ," r ' ( t - -  ~) 
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0 0 
0 0 
Kehren wir die geihenfolge yon Summation und Integration urn, so ergib't 
sich, da das herauskommende Integral unter den obigen Bedinguugen 
gleiehfalls konvergiert, 
1 fe  - " t -  e-: 
9 , , (4 =" r~-~)j i:Z-,:~,- t-,, at  
0 
oder 
(~) 
zugleieh wird 
(3) 
q~.(z) =.  r ( -  e),] . ' - -1 
0 
~,(, + 1) L f~- 'L -~ t-,,~t. 
- r ( - - t~) J  . t _  1 
0 
Obrigens kann man leicht ~rokt nachweisen, dab das gewonnene 
Integral die Funktionalgleichung erfiillt. Dazu braucht man nut die 
Differenz der letzten beiden Gleichungen zu bilden; man finder naeheinander 
0 
I'(-- ~) ~:-~, 
=. ~5~ -I. 
9. Auf Grand yon (3) k6nnen wit q0~(z+ I) sofort in eine Po~z-  
r~//~ verwancleln, indem wit e -'t nach Potenzen yon g entwickeln und 
alsdann die vorgeschriebene Integration gliedweise ausfllhren. Dem Re- 
sulfate k~nnen wit dutch Anwendung der Oloichung 
, ,_  ~ dt .- ~(~) r(~) 
die Form geben: 
I 
Um die Konvergenz der Reihe q%(~ + I )~ ~-~c~, die ja die not- 
wendige und hinreichende Bedingung fur die Zul~ssigkeit der Ableitung 
bildet~ nachzuweisen, suchen wit zunRchst den Grenzwert 
Bernonlllsche Funk'tionen. 
Lira c~ -- !-- 1)m~ (I -- ~ + m) r(1 -- F + m) 
,, | r ( - -~)  ~!  ,n-~' 
= (--i)"~(i -- ~ + ,n) r(i - -~+m) 
F(--p) (m----~'l)! m I-~ 
auf. Wenn wir ber~ieksichtigen, dab fib jedes /~ erstens 
Lira ~(I -- p -{- z~) -~ i, 
und zweitens -- nsch einem bek~r~ten Sa~ze yon WeierstraB w 
Lira r(1--~+m) ~. 1 
,~=| - -  1)! ~ l -~ 
ist, so erhalten wir 
Lira c,~rfe' -- (- I)~ also Lira c,~ + ~ -- i = 
hieraus folgt abet sofort, dab die Reihe (4) konvergiert, und zwar inner- 
halb des Kreises mit dem Radius I. 
Ds die Koeffizienten der Reihe (4) siimtlich ganze transzendente Funk- 
tionen yon /~ sind, und da ferner der eben geftihrte Konvergenzbeweis 
ganz unabhiingig yon dem Wefts yon /~ ist, also auch nicht an die Be- 
sohr~nkung ~R(~) < 1 gebunden ist, so stellt die Reihe flir jedss beliebige 
sine innerhalb des Konvergenzkreises analy~ische Funktion yon # dar. 
Es gilt nun nachzuweisen~ dab die Reihe auch fllr jedes 9 die Funktional- 
gleichung effttUt. 
10. Zu diesem Zweoke definieren wit zun~iclmt sine Fnnktion 
@~, (e Jr 1) mittels des ,,Sctileifenintegrsls" 
(5) @~,(#+ 1) -- r (i___+ p)fe"'--..____.~lu_~d u [~ (z) >- -  l ]  , 
@--U 
8~i 4 - -  1 
delsen Bedeutung w/r folgendermaBen f etlegen. Die koml~lexe Integrstions- 
ebene der ~ sei liings-d~r XoIme der negativen Zshlen aufgeschnitten, so 
ds~ in dem bierdurch gewonnenen Bereiche ~-~ eindeutig ist; und zwsr 
legen wir .dieser Poten~ den Hsuptwert bei. Der Integra~ionsweg flthre 
nun yon einem ~ch fernen Randpunkte der negativen u-Balbebene 
gsnz im Trneren emes l~gs der ~eellen Aehse sich erstreckenden Streifens 
yon der beil~iufig~ Breite ~ zu einem Punkteder eellen positiven Aohse 
und dann in .eine~ enkl~rechenden Streifen der positiven Hslbebene zu 
einem unendlich "~enen Randpunkte zurtlc~ 
Da tier Intogr~nd nit, ends unendlioh wird und, falls nur ~(z )>- - i  
is..~ fltr.u ~- -- oo :.~on unendlich oher Ordnung verschwindet, konvergiert 
P.v~ B6~L 
Ieh behaupgo nun, daft (!)~,(~) erstens eine I_~sung yon (1) darstdlt, 
und daa swd/ens , wean !R (l~ ) ,< 1 ist , r ~, (:t 4- 1) identisch mit 9~ , (z q- 1) ist. 
Ziehl man ngmlioh 
r(~ + ~) f~" ' -~-  t 
(5~,) %(4  "- ~-~ J ,_-z-:_~i ,,-,'d,~ [~(~)>0] 
w 
yon r  ab, so erh~lt man als Differenz 
r(~ +~,) fe" ' (~-~-~)  ro_+_t,) fc"u- 
@u-~' du; 
da .das zuletzt auft-retende Integral, wie in der FuBnote gezeigt ist, nichts 
anderes als 2z i : r ( /~)  ist*), so isl in der Tat 
*) Dez dureh die Substitution ~ '~ ~# aus W hervorgehende Weg B r bildet, 
da wit ~(z )~0 vorausgesetzt haben, mit der negatlven reellen Achse einen zpitzen 
Winkel; wir wollen seine Richtung dutch die Gerade 0P  fes~legen, we 0 die Stelle 
~ 0, und P elnen belleblgen Punkt des Schenkels bezelchnen sell. Alsdann be- 
trachten wir folgenden auf der zum Integranden geh~rigen Riemannsehen Flkche ge- 
schlosaenen Weg: 
Wit .gehen yon dem der negativen l~lalbebene augeh6renden Randpunk~e ~ aus~ 
ohne die 8trecke A 0 zu schneiden, um 0 herum und zu dem entsprechenden Punkte A' 
dez. positiven Halbebene; yon deft gehen wit lltngs der zur im~gln~ren Achse ge- 
zogenen Pa~a]lelen, ohne die Riemannsche Fliiche zu verlMsen, his zum Punkte B" 
des Strahtes OP und alsd~nn, naeh einmatlger ~berschreitung. der~Strecke B'O~ um 
0 herum und auf der andern Seite der 0B'  entsprechenden Strecke 0~ his zum 
Punkte ~; endiieh kehren wit geradiinig yon B naeh A zRr~lck. 
Da dieser .(~brigens sich' selbst sehn'eidende) Weg k~ineR singul~en Punkt de~ 
In t~d~xt  binschlie~t, lichen wiz nach dem Cauehysehex)Satze 
f§ 
A A" A~B" ~'.B ~A 
[ J~t~'~ ~l~n Pau~~ ~nb~'grenztr naohqliak~ r~cken, :~- geli~ 
.~A '~ W 
~ber, w~]~on~ ~ie beiden ~bZ{gen Integr~le gege~a N~ll~r'dn~ef&de~en, ~omit f@t 
f -  f; 
W' W 
da'let~tsr~m Int~gr~i abet beksnmlleh mlt ~xi: r<@) ~z~-~m~ ' z~. ~ ~'die-obige 
Behauptu~g erwlesen. 
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Unter der Einschriinkung ~ (~) ~ 1 kSnnen wit den Iutegrationsweg 
des Schleifenintegrals (5) vollst~indig auf die Schnit~riiuder zusammen- 
ziehen, da der Integrand alsdann bei u ~ 0 in~egrierbar bleibt; das 
Schleifenintegral geht so in die Summe zweier geradliniger Integrale i~ber. 
F/lhren wir die reelle Variabele t dutch die Gleichung u ~-  t ein, so 
haben wit u-~ im ersten Teilintegrale durch t-/' tin/,, im zweiten (lurch 
t-." e -~  za ersetzen; das ergibt 
0 
,~(,:{_ 1). F(1 § ~, ){  fe - " - -  ee- '* - - I  } ~i  - -e~/ '  1 t_~,dt_e_~,~  I - - -  t - / 'dt  
eC~ l J e t~ l 
~ oo 0 
~ I'(1 -}-~) 2i s ia~ ~ e-ta~l~- t -~dt  
~xi , ]  d -- 1 
0 
1 /~ e - t ' -  1 
d t-/" dt. 
0 
Der letzte kusdruck stimmt aber mit dem in Gleichung (3) tlberein, und 
dami~ ist auch die zweite Bshauptung erwiesen. 
Um eine Potenzreihe fiir O~(g+ 1) zu erhalten, entwickeln wir in 
Gleichung (5) e "~ naeh Potenzen yon z und integrieren sodann glied- 
weise; wit erhalten so: 
O,,(m + 1) - .  r(1 + ~)~_~7 ~.# {"~-gr e-"u*-~- 1 du .. 
1 
Nach einer Formel yon Riemann ist abet beksnntlich 
~ ''~--------L~ u--~isin(m-~),~. (~+~-~)ro+~-,~)  
e-~-~ ~ I~i(_ 1),~ sin ~.  ~( l+m_ ~) r (1+ ~_  ~). 
Beriteksichtigt man noch den Erg~nzungssatz der r-Funl~ion, so ergibt 
sioh schliel~lieh 
Hiersus flieBt sber folgender allgemeiner Satz: D/e d~wch die ]~ei~ (4) 
de~rte  anahJtische 2'un]ftion yon ~ stellt fox jedes beliebige ~ eine I.h's~j 
~o~ (~) ~.  
Wit k~nnen tier Reihe (4) endlich noch dutch die Einftihru~g:"e~n~r 
s~ch hn.:folgenden Ms zweckm~ig erweisenden Schreibweise in~ e~was 
audere Gestal~ geben. 
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l-Iierzu bemerken wir vorab, dab die ganze transzendente Funktion 
yon ;t 
(6) /~=e ' .i~(i-i) 
auf Grund bekaunter Eigenschaften der ~-Funktion ffir ein ganzzahliges 
positives gerades ~ der ~t ~ Bernoullischen Zahl gleieh ist, fib ungerades 
1 > 1 aber verschwindet, und dab ferner 
i 
Bo=- - i ;  B , - - -  E 
ist. Die 01eiehung (4) nimm~ nun under Benutzung der durch (6) ein- 
gefflhr~en Sehreibweise folgende Gestalt an: 
~,,(,+i)--- -l)"e ' B,_,,. r(-~+,),,~r(_~,) "" 
1 
oder 
~,, ' .~ + 1)  ~ - ~ ~ '  _ ~(~ - ~) ' "~ i  (~ - "* + ~) ~'~ " (~)  
11. Nachdem wit so zu allgemein giiltigeu Darstellungen der 
Bernoullischen Funktionen gelangt sind, wie sie die Formeln (4), (5) und 
(7) liefern, wollen wit zun~chst den Nachweis erbringen, dab unsere 
Funktionen ~v~ (z) fitr ganzzahliges positives p mit den Bernoullischen Poly- 
nomen identisch sin(]. Wit gehen hierbei yon der Integraldarstellung (S a) 
r(1-F~) ~ d'('-i)--I u-~'du 
,p,,(z)= ~,,i j ~-"------i-- 
w 
aus and beachten, dab im vorliegenden Falle der In~egraud eine in der 
.ganzen u-Ebene eindeutige Funktion darstellt;: der Integrationsweg ist 
also eine geschlossene Kurve und liiBt sich somit auf einen Kreis posi- 
t~Yen Umlau~fssiaues um (tie Stelle u -  0 zusammenziehen.*) Hiernach 
ist aber ~o~(~) nach dem Cauchyschen Satze identisch mit: dem Koefii- 
zienten, yon ~,-1 in der Entwiekelung der Funktion 
~ul,__ e. --r(l+e,) , " ( , - ' ) - i -  r(1+~) 
e-" - - I  e" - - I  
'")'.~I~~me-! Iv~fft~reduktion hal mlr Herr BlumeRthal'.~riefti~h mit~eteilt. 
~brigens gelang~ man auch leieht aur Grund der Potenzreihe (7) zu den.Beraoullisc.hen 
Po~ome~,:da, ~ ganzzahligem positivem/~ die Relhe f~ ,~.u.{z -]-1) mit dem Gliede 
z ~' s.bbricht; um aus_ ikr d~s Pol.~om ~(~) zu erhalten, bedsoresnut d~ Subtraktion 
von/,f -I. li~'i'8~'l~icht zu er~ehe., ds~ man im ~"~lle:7,'-='~i'"#~'hi~t w~eder 
9 uf ~ (~) ~,  -- 1 kommt.  
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also gleieh 
1 a/~-1 F(I+o,) e~, 1 (,~=o) d~ t~-I e u -1  ( .=o) r(~) ~. -1  _ _ .  z== ~ 
Nun hat~ aber SchHimileh*) ganz allgemein die Bernoullisehen Poly- 
nome dureh die Gleiehung 
d~-I (e u ' - l )  
definier~; und da die Differenz der beiden zu differenfilerenden Aus- 
driieke den kons~anten Wert 1 ha~ so sind die beiden vors~ehenden 
Definitionen far # > 1 identiseh; lediglich im Falle ~ =- 1 erhalten wit 
auf Grund der Definition yon Setd~mileh und in Obereinstimmung mit 
der yon Rasbe eingeftth~en Bezeiehnungsweise ~(~, 1) =~ ~, w~hrend ie 
erste Definition zu 
ftlhr~. Es dttrfte sieh empfetden, die bisherige Festsetzung, die ab- 
weiehend yon der sonst g~ltigen Oleiehung r zu q0(1, 1)=-1 
ftthrt und au6erdem mi~ der Definition der Bernoullisehen Polynome als 
Potenzsummen nicht im Einklang steht, aufzugeben und an ihre 8Lelle 
die in der vorliegenden krbeit aufgesteULe Definition yon ~z(~) tre~en 
zn lessen. 
12. Filr negative ganzzahlige Indizes stimmen die Bernoullischen 
Funktionen wesentlich mit den hSheren Differentialquotienten yo  log I'(~) 
itberein, wie wir ans der in Gleichung (1) aufgestellten Definition er- 
sehen k~nnen. Legen wir dor~ dem Index einen negativon ganzzahligon 
Wert bei, so kSnnen wir sowohl die yon ~ abtlKugigen wie die konstanten 
Best~ndteile einzeln summieren, da beide Reihen alsdann fllr sich kon- 
vergent sind. Wit erhalten so 
2 9 -.(~)- ~ (.+.) , ,§  ~(~+ 1)- 
o 
Nun ist aber 
~+~ - ( -  r(l+~)~.., (.+,~,+i, 
o 
und hieraus flie6t f/tr aUe ganzzahligen posi~iven Wer~ yon/~ die Identi~t 
( - - r l )  ~'+1 dt '+t  logF(~) , (a): ~_,(,)- ~ 9 ~+~ ~(i+~) [~-I,~,3,...]. 
9 ) SchlOmilch, Zeitsch~f~ ffir Mat&emmfik .undPhyB ik ,  Bcl. I ,  S. 19a und 
Compendium Bd. II. 4. /tuff., S. 211~. Braunschweig 1895. 
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In dem bisher fibergangenen Falle /z = 0, ftir den die Funktional- 
gleiehung in 
fo~ + 1) -  re(z) -= 0 
iibergeht und somit jede beliebige periodische Funktion yon e mit der 
Periode 1 als Liisung zul~ii3t, ist, wie jede unserer Darstellungen lehrt, 
9 o(Z) = 0. 
Wiihrend man nun bei jedem yon Null verschiedenen Index die Liisungen 
der allgemeineren Differenzengleichung 
(9) + 1) - = 
under c eine beliebige nieht versehwindende Konstante verstanden, mit 
Hilf,e der Bernoullischen Funktionen in der allgemeinen Form 
( lo )  - -  + 
darstellen kann, we a~(z) wieder eine willkiirliehe periodische Funktion 
rail der Periode 1 bedeutet, versagt diese Darstellung im Falle ~----0. 
Indessen wird man der Gleichung (10) auch dana fiir y ~ 0 einen Sinn 
unterlegen kiinnen, wenn der Ausdruck r ftir 9-~ 0 eine nicht 
identisch verschwindende Funktion yon z zur Grenze hat. Diese Grenz- 
funktion li~Bt sich nun abet in der Tat leieht aus (1) ableiten; dutch 
Vergleich dieser Reihenentwickelung mit der Par~ialbruzhreihe fiir 
dz 
finden wir 
(11) Lira ~,!z). = ~( ' )  fl- C, 
wo C die Eulersche Konstante bedeu~eL 
Mit Hilfe der flleichungen (10) und (11) sind wir nun tats~chlieh 
in tier Lage, die allgemeine LSsung der Differenzengleichung (9) anzugeben. 
13. Wir wenden uns nun der Frage zu, welche Gestalt die in den 
Theoremen (II) his (V) auftretenden periodisehen Funktionen annehmen, 
wenn wir start der allgemeinen Liisungen f~,(z) die Bernoullischen Funk- 
tionen ~(z)  einsetzen. Dabei wollen wir aber vorl~iufig die Untersuchung 
der Funkirionen ~,i(z) und eos (z) des Ergilnzungssatzes aufschieben und 
uns demgemiil~ zuerst mit dem Multiplikationstheorem beschiif~igen. 
Um die Funk~ion ~(z ) :  zu ermitteln~ gehen wir am einfachsten yon 
der dureh Gleichung (5) gegebenen Dars~ellung aus; wir bekommen alsdann 
k~_ x ~--- 2~ik~_ l~  1--eu u-~'du; 
Bernou l l i sche  Funk~ionen.  
erhalten wir fiir ~,, (z + ~)  ferner 9 , wenn wir in dem Integrale u = ku ~ 
% 
S e~z~n 
~,  Z+-  k- =- -2~ik~,_ l  J l _e~ ~ u - , "du .  
w 
Ffihren wir die in (III) vorgeschriebene Summation aus, so folgt nach 
leiehter Umformung 
k--1 
2~k,_~,~\ iLe  ~ _~_~- )  ~-,' d~. 
o w 
Somit erhal~en wir fiir tOM(Z) don Wer~ 
2~i~ L e -ku -  I e -u -1  
W 
und dieser Ausdruek l~iB~ sieh mittels der in Nr. 10 angegebenen Formol 
yon l~iemann auswerten; wir gelangen so zu 
~ rtl 
k,"--1,,,r F- - i  v co~(z) k"- ~ k~'- 1 e B,,. 
Also gewinnen wir schliefllich als Multiplikationstt, eorem der Bernoulli- 
schen T'unktionen die Gleichung : 
(III*) %, (kz) k-1 k~' -- i ~"  
o 
Wir machen yon dieser Formel sofort eine beilKufigo Anwendung 
zur Bereehnung des Werbs tp~, . "Setzon wir n~mlich k = 2 und z ~ ~,  
so versehwindet die linke Seite sowie das zweite Glied der rechb stehen- 
den Summe; wit erhalten daher 
~ - ~F~ - i 
Aus der 81eiehung (III*) komm~ fibrigens das Multiplikationstheorem 
der T-Funktion heraus, sobald wit die Gleiehung dureh # dividieren und 
unbr  Bertieksichtigung yon (11) und Beaehtung des Zahleuwertes B o = -- 1 
zur Grenze # = 0 tibergehen; wit finden dabei 
k- -1  
k + =.5 '  (" + + c] ,o,,,, 
o 
oder 
k- -1  
1 
0 
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(IV*) 
und 
14. Um die Funktionen eo~(z) und ws(e) der Formeln (IV) und (V) 
zu bestimmen, bedarf es, da ja roD(z)= a)D (z q-1) is~, nut eines Vergleiches 
1 d%, + x (z + l) 
tier Potenzreihen fiir r 1) und ~-q:~. az ; da, wie man sieh 
durch Ausfiihrung der Differentiation iiberzeugt, die beiden Reihen Glied 
fiir Glied his einzig auf das nur in der differentiierten Reihe auftretende 
konsh~nte Glied iibereinstimmen, ist ~(z )  eine Konstante, und zwar ist 
Den gleichen Weft nimmt offenbar die Konstante Q an, wihrend eo~(z) 
ideafiseh verschwindel. 
]tiernach erhalten wit fiir die Differentiation und Integration der Ber- 
nou~ischen Fymktionen folgende beiden Theoreme: 
i dq~t* + i (Z) ~=_ii 
#+i  dz =%,(z ) - -e  ' .B~, 
$ 
r 
Aus der Funktionalgleiehung ergibt sieh f i ir ,  = 0, sobald nur iR (t*)> 0 
is~, cp~+,(0) = 0. W~hlen wir daher in diesem FaRe als untere In~egrations- 
grenze 0, so erhalten wir die wichtigen Formeln 
z 
o 
(12) 
und 
1 
f p t~i (13) 
o 
9 < o. 
15. Wit kommen nun zu dem Erggnzungssa~ze und s~ellen die Funk- 
~ionen e0A(~) mid a~B(z) zaniiehst unter der Bedingung au 5 dab ~(#)<1 
ist. Wir haben dann gemiil3 der Formel (1) folgende Gleiehungen: 
9 } 
o 
1 
~,,(1--*) =t* ~ ( (n+ 1)."-~--(~+ 1 -- , )"-*}.  
o 
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Is~ je~z~ z eine Zahl der posi~iven z-l~albebene, so dfirfen wir in 
fJbereins~immung mit u~seren friiheren Fes~se~zungen ~iir die vorstehende 
Gleichung auch schreiben 
o~ 
(p, (1 -  z )=-- /~ e-~"' ~ {(--n--1)~-l--(z--n--1)~-l}, 
0 
wofern wir nur dem Ausdruck ( - -n - -1 )e - '  den Wert - -e~"(n+ 1)~-' 
beilegen. Dann erhalten wit abet ftir c0a(z) den Wert 
~r~t  r p :~ i  
=~,e  ' ~ {n" - ' - ( z+n) , " -~}-~*e  ' , , ' - '  
1 
euzti  r 
+~e--~ {(-~-i),'-~-(z-~-l)"-~}. 
0 
Under Zusammen{assung der beiden Summen gelangen wir schliel~- 
lich zu 
(II A') o~ (z) = - .  ~ , ,  z . -~ + 
wo der Akzen~ am Summenzeichen a deuten soft, dab n = 0 auszulassen isk 
In enbprechender Weise ]gl~ sich, falls z der nega~iven ~a]bebene 
angehSr~ die Formel herldten: 
(HB*) a JB(z )=- -ge '  z*'-lq - -- n~- . 
Die beiden wesenr durch denselben Ausdruck dargesbllten, trotz- 
dem aber vSllig selbst~ndigen Funkr o~(z) und ms(z) sind im all- 
gemeinen bei geradlinigem Forbchreiten yore Argumen~werb z zum Ar- 
gumen~wer~e z+ 1, wie ieh bier noch einmal ausdriicklich ervorheben 
miichte, nut je in einer der beiden Halbebenen periodisch und zeigen in 
der anderen das bereib in Nr. 4 erSrter~e Verhalten. Nut in den F~llen 
der (~anzzahligkeil yon /~ geht o.~(z) in eine eindeu~ige, in der gauzen 
z-Ebene periodische Funktion tiber, db sick ftir negative ~ leicht mit~ 
Hiffe tier Ko~angensfunktion ausdriicken lgfi~. 
Zuniichs~ iinden wit ftir ~----0, indem wir an Stelle yon o~(z) d~ 
Grenzwert yon e~(z):~ ftir ~=0 aufsuchen, den Erg~zangssatz der 
% Funktion 
PAUL BSRM~R. 
differon~iier~ man ferner diese Gleichung/z-real hiniereinander nach z, so 
kommt 
d ~ + ~ log V (z) -t- d ~' + x log F (1 -- z) d ~ ~ cotg ~z 
dz  "+~ dzU+~ dz ~ 
Somi~ gelangen wir auf Grund der zwischen r und F(z) bestehea- 
den Rela~ionen zu d em Ergebnis 
_ _~n~ 
#rt i  ~zt i  2 
e ' r  ~ r (1-- z) ----- e r(~)-" 
+ e~,in~ g~(~ +,) 
d#r cotg ~ z 
dzt  ~ 
[l~ = 1, 2, 3 . . . ] .  
16. Die vorstehend en~wickelte Darstellung fiir die periodischen 
Funk~ionen des Erg~nzungstheorems ist an die Bedingung ~R(/~)< 1 ge- 
bunden. Um auch zu solchen Formeln zu gelangen, die im Earle ~(g)  ~_ 1 
Giiltigkei~ besitzen, loiten wir aus der IntegraldarsteUung (5a) der Ber- 
noullischen Funk~ionen zun~chs~ ein Schleifenintegral flit ~A(z) her. Wi t  
erhalten aus den Gleichuagen 
r(~ + ~) [C : : :1  9 ,C~) ~=~ d .~-~-~ .-~d. [m(~)>O], 
W 
und 
FO +~) ~e -~~ 
%,(i--z)=-- ~-=-~ -d--z-~Z_i u-.du [~t(~)<l], 
W 
deren gemeinsamer Gtiltigkeitsbere[ch aus dem zwischen der imagin~ren 
Achse und der Geraden ~(z )= 1 gelegenen Streifen der z-Ebene besteht, 
W 
- ~'-"- du. 
. / e  -u  - -  1 
w 
Den zwei~en der gewonnenen Summanden kSnnen wit auf Grund dot Rie- 
mannschen Formel (Nr. 10) leicht auswerten und erhalien unter Benu~zung 
der Gleichung (6) 
~ . t ]  e -U- -1  ;' ~ " 
W 
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Der erste, yon z abh~ngige Summand, fiir den wit kurz /~(z) sehreiben 
wollen~ ist in der ganzen positiven Halbebene periodiseh mad liil~t sieh 
somi~ in eine im gleichen Bereiehe konvergente Exponentialreihe nt- 
wickeln, da t7'@) im Im~eren dieser Halbebene frei yon jeder Singularitiit 
is~ mad auf dem Raade wegen ~(~)~ 1 nicht unendlieh wird. 
Selzen wir 
+~ 
= 
- vo 
so lassen sich die Koeffizienten dieser Reihe in der Form 
1 
c k =/~' (z )e -  ~'~i~'dz 
0 
darsteUen. 
Um diese Entwieklungskoeffizienten auszuwerten., wenden wir in dem 
entstehendea Doppelintegrale die hier zuliissige Umkehrung der Integra- 
~ionsfolge an und erhal~;en folglich die ~leiehungen: 
1 
0 W 
1 
2~i e-U_ l 
W 0 
W 
Wit wollen nun zeigen, daB, falls wir unter k eine positive Zahl 
verstehen, 
rr 
ist. Zu diesem Zwecke ergiinzen wir den Schleifenweg durch Hinzuaahme 
des unendlich grot~en, die Stelle u---0 im negativen Sinne umlaufenden 
Kreises zu einem gese]a]ossenen Wege; das Integral fiber diesen neuen 
Weg liefert aber denselben-Wert, wie das fiber W erstreckte, da alas 
Kreisintegral verschwindet. Ziehen wir nun den geschlossenen Weg auf 
einen den einzigen Pol u=2z i l c  des Integranden im negativen Sinne 
umlaufenden Kreis zusammen, so erhalten wit in der Tat den angegebenen 
IntegralwerL Auf gleiehe Weise ergibt sich 
U_  ~ ~i  
-~ ik  du  = -- 2~i( - -  2=ik)-," = -- 2z i  e -~-@~k)  -," . 
W 
Indem wir die beiden Teilresul~ate zusammenfassen, fi den wir naeh 
leich~er Umformung die ffir positive k giiltige Formel 
C k 
Ermit~eln wir c ,  durch das gleiche Verfahren, so erhalten wir 
c_~ r( l+~) e ~ e -V 
---- ~ # ~u + 2xik u - -~ ik  u-~'du = O. 
W 
Endlieh is~ aueh 
['(1+ g) 2i sin ~-6-~ f 
c~ =- -  ~i  * J  u-~'-Xdu=O, 
W 
da unter der Voraussetzung ~(~)~ 1 das Integral verschwindet. 
Somit ergibt sich sehliel~lich 
aa  
.F(z) 
1 
17. Das vorstehende R sultat liefer~ uns zun~chs~ nur die Exponen~ial- 
reihe ftir oa(z); indessen erhiilt man aus dieser dutch Umkehrung des 
Vorzeichens und Ersetzu, g yon z dutch 1 - -z  (vergl. l~r. 4) sofort auch 
die Reihe flit cos(z). Damit sind aber die beiden periodisehen Funktionen 
des Erggnzungssatzes ffir ~(g)> ] bestimm~, und wir kiinnen hiernach 
das Erg~nzungstheorem derBernoullischen Funktionen in folgender Form 
aussprechen: 
2~i + e ~tikz 
~(z)  = (1 --el  ~') B~, -- r ( -~ i .~  (~,~)~, 
1 
(H  A**)  
und 
(]I B**) 
l 
Dabei ist die Reihe ( I IA**)  nur in der oberen, die Reihe ( l iB**)  nur 
in der unteren Ha|bebene konvergen~. 
Ffir ganzzahliges positives ~ vereinfaehen sieh diese Formeln sehr: 
wegen des Versehwindens yon l :V ( - -~)  f~llt n~mlich der yon ~ ab- 
h~ngige Term votlst~ndig fort, und die iibrig bleibende Konstante ver- 
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schwindet ftir ganzzahliges ~ ~ 1 gleiehfalls, da bei geradem # der 
Faktor 1 -  r  bei ungeradem /~ aber der Faktor B~ gleich Null ist. 
Ist eadlich ,~ ~ 1, so erhiflt die Konstante den Wer~ + i bezw. - i. 
18. Wie eine genauere Untersuchung lehrt, finde~ die Konvergenz 
der in den Gleichungen (II**) auftretenden Exponentialreihen im Inueren 
der zugeh~irigen Halbebene nieht nur unter der Bedingung ~(t~)~_ 1
s~att, sondem bleibt ftir jedes iz bes~ehen; ist ferner ~(~)~ 0, so kon- 
vergiort die Reihe auch noch im reellen Raudintervalle yon ~-~ 0 his 
~ 1 und liefer~ bei der na~iirlichen Gliederauordnung den Funk~ions- 
weft; nut hiirt die Konvergenz, falls 0 ~ !~(p) <: I i s t ,  an den IntervaU- 
grenzen 0 und 1 auf. Ich behaupte nun, daft die Formeln (H**) f/~r jeden 
Wert yon ~ gelten. 
Zum Beweise bilden wit untsr Benutzung der Gleichu~g (IV*) der 
lqr. 14 die Differentialquotienten yon ~A,z(z) und ~s,~,(z) nach z; wir 
finden so 
~,~_,(~) = [1 -~,,-,)~,] ~._~ + i~ dz 
wad 
~,~_~(~) =- [~ _~.-~)~,] ~,,_, - ~ ~ 
Setzt man nun die dureh gliedweise Differentiation der Gleiehungen 
(H**) en~stehenden Reihen in diese Formeln ein, so komm~ 
~$ 2 e2r~ik~ 
1 
und 
2~ 2 e-2~Jks ~,,~_~(~) =- I1 -  e ~-~>~] ~,_~ + r (1 -  t,) (~k)~-~ 
1 
da diese Formeln aber aus (II**) hervorgehen, wenn man dort ~ durch 
- -1  ersetzt, und da folglieh die Exponen~ialreihen rechter Hand kon- 
vergieren, stellen sie auch wirklich die Funk~ionen der linken Gleichungs- 
seiten dar; und dami~ is~ die obige Behaup~ung erwiesen. 
Da die in den Gleichungen (]I v*) gegebenen Dars~ellungen der 
Funk~ionen ~(z )und  cos(z) under der Vorausse~zung ~(~)~0 als ge- 
meinsamen Konvergenzbereich das reelle Intervall yon 0 bis 1 besitzen, 
k~nnen wir aus ihnen durch Benutzung der le~zten Formel yon Nr. 4 
eine Dars~eUung yon %,(z) herleiten, die im genann~en reellen In~srvalle 
Gliltigkeit besitzt.. Vereinigen wir aus den beiden in die Darst;elhmg 
eingehenden Reihen die Glieder mit gleiehem k, so erhal~en wir f~ir 
q~(z) folgende Fouriersche Entwickelung 
P*UL BSs~a. Bemoullische Funk~ionen. 
~g ~ cos 2~:z 
1 
Zusammenfassend kSnnen wit sagen: 1)ie vorstehende Fouriersd~e 
~eihe, deren Giiltigkeit an die JRedingung ~(~) ~ 0 gebunde~ ist, ~n- 
vergiert ausschliefllich fi~r reelle Werte yon z und stellt die Funktion opt(z) 
im lntervalle 0 ~ z ~ 1 dar; ist ~(~) ~ 1, so konvergiert die l~eihe auch 
an den Intervallgrenze~. Ffir den S~res 0 ~ ~(~)~ 1 ist aul~erdem 
die natiifliche Gliederanordnung eine no~wendige Bedingung fiir das Be- 
s~ehen der Gleichung (15). 
19. Zum SchluBe wolten wir uns noch mit dem analytischen Charakter 
beschilftigen, den die Bernoullischen Funktionen als Funktionen des Index 
zeigen. Zuniiehst ist ~0~(z) bei festem z eine analytische und zwar eim- 
deutige Funk~ion der unbeschriinkten komplexen Yer's ~. Dies 
folgt unmittelbar vorerst bei Beschr~nkung des Arguments auf die Halb- 
ebene ~(~)~ 0 aus der Integraldars~ellung (5a), und alsdann ftir die 
Punkte der anderen Halbebene durch Vermittelung der Funktionalgleichuag. 
Da femer (p~(z) filr aUe Argumente z, die dem Bereiche B angehSren, 
endhch ist, welchen Wer~ man auch dem Index beilegen miige, so kSnnen 
wir als Schu~ergebnis den Satz aussprechen: 
Die allgemeine Bernoullische Funktion cp,(z) der beiden unabMingige~ 
komjplexen Veriindeq'~ichen z und ~ ist, falls z auf den Bereich JB beschr6nkt 
bleibt~ eine ganze transzendenle tZunktion yon l~. 
Als Funktion des Argumentes z betrachtet, weist die Bernoullisehe 
Funktion ein erheblich verwickelteres Verhalten auf~ das darin begriindet 
ist, dab nicht nur der Nullwert des Argumentes, ondern auch aUe nega- 
~iven ganzen rationalen Zahlen im allgemeinen Verzweigungss~ellen bilden, 
und da[~ der Bereich B durchaus nicht den Existenzbereich yon (p~(z) 
erschSpfh Die Frage nach den analytischen Fol-tsetzungen yon r 
fiber den Bereich B hinaus bleibt noch zu erledigen iibrig. 
Fr iedenau, ira Juli 1909. 
